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摘要 : 对 任意 的 正 整 数 只 SS (了 车 表 示 Snarandache 双 阶乘 对 偶 函 数 ,中 (了 巧 表 示 下 QUeI 数 . 利用 初等 方法 研究 方程 
SS ” (mD=P(CS (CD) 一 2 及 SS (0(D 一 (CD) 的 可 解 性 , 并 给 出 了 每 4 沪 程 所 有 正 整 数 解 . 
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0 引言 


对 任意 给 定 的 正 整数 ? Smarandaqe 双 阶乘 
函数 SDF( 马 定义 为 最 小 的 正 整数 王 使 得 苹 除 
m!1 即 

人 
乐 茂 华 在 文献 [1 中 研究 了 SDF( D) 的 算术 性 质 
及 SDF(CD = 药 可 解 性 ,证 明了 SDF(Cm = 藉 
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们 的 关注 ,例如 苟 素 和 杜 晓 英 在 文献 1 3 中 利用 

初等 方法 研究 了 实数 吻 1 时 》) -过 的 收 伍 
二 1 

性 ， 得 到 了 恒等式 ， 

co 0 -: 

之 一 二 一 一 5 i 1 7 

2 专 协 
[ 旺 CCaHDTT 下 9 人 
中 《5(C9 是 Riamann zeta 函数 ， 杨 街 婷 在 文献 


立 的 充 要 条 件 是 n 一 1 9 或 0 一 臣 坟 2 攻 素 


数 ) 王建 平 在 文献 [3] 中 研究 了 SPDEFCD) 的 分 布 
性 质 , 得 到 了 渐 近 公式 ; 
0 
和 3 2 We 


半 
4 齐 
中 FE 为 0 的 最 大 素 因 子 ，5 为 常数 . 

与 Smnarandache 双 阶乘 函数 SDF(CD 对 偶 的 
函数 S 〈 蕊 我 们 称 为 Snarandache 双 阶乘 对 偶 函 
数 , 其 定义 如 下 : 当 正 整数 芒 偶 数 时 ，S (为 
最 大 的 正 整数 2 玖 使 得 (2m)1 苹 除 中 当 正 整数 n 
为 奇数 时 ，S (mm) 为 最 大 的 正 整 数 2m 一 1 使 得 
(2m 一 1)! 除 nn 也 就 是 
Se 

mag2m (2m)11| mmE NE )，2 为 偶数 ; 


工 


mag (2m 一 1); (2m 一 1)11 pmE NE)， 2 为 奇数 ， 


其 中 ，(2m)11 一 2X4X6X…X(2m) (2m-1)11 
一 1X3X5sX…X (2m 一 1). 从 定义 我 们 知道 
S (==1S (2) 一 238S8 0G0)=3 8 (4) 
二 和 
S (8) 一 4 … 关 于 S (也 的 性 质 , 已 引起 学 者 


收 稿 日 期, 2009 一 01 一 02 


[ 引 中 利用 s 交 3 芍 定 积分 与 书 ! 的 关系 研究 了 
S 《my 的 一 次 均值 ， 得 到 了 渐 近 公式 : 


SS 共 CD) 性 


2 一 3 十 2 由 | 本 中 + 习 ， 
王 阳 在 文献 5] 中 利用 nl 的 渐 近 性 质 研 究 
了 S (D) 的 二 次 均值 ， 给 出 了 一 个 较 强 的 渐 近 


公式 
一 2 一 了 3 oz 
《 人 到 沁 | : 


设 $( 思 为 Eule 师 数 . 本 文 的 主要 目的 是 研究 方 
程 S” (四 一 ?了 (SmD7 一 2n 及 SmD 一 
$(D 的 可 解 性 , 并 利用 初等 方法 给 出 了 所 有 的 正 
整数 解 . 

1 定理 及 其 证 明 


定理 1 方程 S (mm = 只 
数 解 一 1 2 3 

证 明 由 S (om 的 定义 知 , 当 n 一 1 2 3 时 ， 
显然 Sm = 了 立 .下 面 我 们 分 两 种 情况 证 明 
当 S (Cn = 茂 立 时 , 必 有 n 一 123 


仅 有 三 个 正 整 
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(GT ) 当 芒 奇 数 时 , 根据 S 〈 世 的 定义 , 我 
们 知道 S (对 为 奇数 . 设 S (DmD 一 2m 一 1 则 mn 
一 (2m--1)11A 芒 正 整数 , 且 2m 十 ] 不 整除 由 知 


方程 S 〈m = 只 奇 数 解 , 则 必 存 在 正 整数 鳃 只 
使 得 2m 一 1 王 (2m 一 1)11 4 成 立 . 

(1) 当 世 一 1 时 , 显然 2m 一 1 一 (2m 一 1) 410 
成 立 的 必要 条 件 是 u= 1 由 于 2m 十 1 一 3 且 3 不 
整除 31 故 n 王 1 

(2) 当 媚 一 2 时 , 显然 2m 一 1 一 (2m 一 1)110 
成 立 的 必要 条 件 是 u= 1 由 于 2m 十 1 一 5 且 5 不 
整除 1 故 nn 一 3 


(3) 当 nz> 3 时 , 由 于 (2m 一 1)1! 必 
(2m 一 1)11 王 1X3X…X(2m 一 1)>2m 一 1 所 
以 当 pz 3 时 , 对 任意 的 正 整数 式 子 2mm 一 1 一 
(2m 一 1 )11 永远 不 成 并 . 

(I ) 当 芍 偶 数 时 , 根据 S 〈 节 的 定义 我 们 
知道 S (了 为 偶数 . 设 S (了 = 2 了 3 则 an 一 
(2m) 117 纺 正 整数 , 且 2im 十 2 不 整除 y 若 方程 
S (= 哈 偶 数 解 则 必 存 在 正 整数 印 喇 得 
2m 一 (2m)11 残 立 ， 

(1) 当 巴 王 1 时 ,显然 要 使 2m 王 (2m)11 残 
立 , 必 有 一 1 由 于 4 不 整除 1 故 mn 一 2 


一 (2X3) 假设 mm> 3 时 ,2(2m)11 二 (2m7 成 
立 , 则 

2(2m 十 2)11! 一 2(02m 十 2)(2m)11 二 

(2m 二 2) (2m) 盖 (2m 十 2)(2m 二 2m) 过 
(2m 十 2) 
由 数学 归纳 法 知 , 当 Im 3 时 ，2(2m)11 二 (2m7 
成 立 . 又 2(2m)1! 僧 2(2m)!11 所 以 当 Pr 3 时 ， 
对 任意 的 正 整 数 7 (22- 一 2(2m)117 即 (2m7 
二 2(2m)11! 弥 远 不 成 立 . 

综合 上 述 证 明 , 我 们 得 到 方程 CS (m) 一 
2I 且 仅 有 两 个 正 整数 解 "一 2 & 即 定 理 2 得 证 . 

定理 3 方程 S (〈 叫 一 (CD 有 且 仅 有 四 个 
正 整 数 解 一 1 468. 

证 明 由 于 S (GD)=1=》() S (2) 一 
2 夭 1 一 上 (2) 所 以 hn 一 ] 是 S (mnD 一 中 ( 蕊 的 
整数 解 ，n= 2 不 是 S 〈(D 一 中 (CDm 的 整数 解 . 因 
此 我 们 只 要 证 明 区 贡 , 方 程 S (一 上 CD 有 
且 仅 有 三 个 正 整 数 解 一 4 6 8 即 可 . 
事实 上 , 当 n 一 4 6 8 时 , 由 定义 知 S 
$( 马 成 立 . 下 面 我 们 将 证 明 区 3 时 , 若 S (D) 
一 中 (七 成 立 , 则 nn 一 468& 

G ) 当 区 3 为 奇数 时 , | 


文献 [ 6] 知 $( 


(2) 当 nz 2 时 , 由 于 (2m)11! 区 (2m)11 一 
2 义 … 久 (2m)>2 蕊 所 以 当 nz 2 时 , 对 任意 的 正 
整数 式 子 2m 王 (2m) 11 允 远 不 成 立 . 

综合 IT )(GI) 的 证 明 我 们 得 到 方程 
S (了 廿 = 只 且 仅 有 三 个 正 整 数 解 r= 1 2 3 即 
定理 1 得 证 . 

定理 2 方程 CS 


( 马 世 一 20 有 且 仅 有 两 个 


正 整数 解 一 2 8. 
证 明 由 于 S (C)=23S (8) 王 4 故 当 
nn 一 2 8 时 ，(S (〈D)7 = 2 1] 忒 立 .下面 我 们 证 明 


若 (S$ (也 六 一 2 成 芯 则 na 一 28& 


(G ) 当 区 为 奇数 时 , 由 SS (〈(D 的 定义 知 
S (也 为 奇数 , 所 以 方程 (3 〈 叫 ”= 2 号 奇 
数 解 . 

(II ) 当 为 偶数 时 , 设 S (am = 2 若 


(S (mm7 一 21 践 立 , 则 必 存 在 正 整 数 鱼 吨 得 
(2m)” 一 2(02m) 11 焉 立 , 上 且 2m 十 2 不 整除 Y 
(1) 当 mm 一 1 时 , 显然 (2 一 2(2m)11 茂 


立 的 必要 条 件 是 v 王 1 由 于 2m 十 2 一 4 且 4 不 整 
除 1 故 2 一 2 

(2) 当 mm= 2 时 , 显然 (2m? = 2(2m)11 碱 
立 的 必要 条 件 是 7 一 1 由 于 2m 十 2 一 6 且 6 不 整 


除了 故 an 一 & 
(3) 当 ,Di 3 时 , 显然 2(2X3)11 王 96 全 36 


为 偶数 , 而 S (对 为 奇数 ,所 以 S (0DmD 一 由 (D) 
无 大 于 1 的 奇数 解 . 
(TI ) 当 共 3 为 偶数 时 , 设 S (0Dm 一 2 也 若 


S (了 一 中 (也 成 立 , 则 必 存 在 正 整数 鱼 "使 得 
2m 一 中 ((2m)11 忆 成 立 , 且 2m 十 2 不 整除 y 

(1) 当 mm ] 时 ,，2m 一 上 (CC(2n 11 习 成 立 的 必 
要 条 件 是 一 2 3. 
事实 上 , 巴 王 1 时 ，2m 一 中 ((2m)11 马 成 立即 
$(23 一 2 成 立 . 由 于 (2 ) 一 1 因此 要 使 bp (2 了 
一 2 成 立 , 必 有 全 1 

当 效 ] 为 偶数 时 , 根据 算术 基本 定理 , 可 设 
CCG =1ao 工 由 于 

$ (2 一 上 (2 (mW) 一 了 (和 

所 以 申 (2 忆 = 2 成立 的 必要 条 件 是 一 1$( 网 一 1 
由 于 (3 w) 王 了 所 以 又 = 1 故 Y=2 注意 到 
2m 十 2 一 4 且 4 不 整除 23 故 n 一 4 

当 斧 ] 为 奇数 时 , 根据 算术 基本 定理 可 设 

于 站 38 一 BaE1 
二 1 2 ,tt 人 1 
由 于 


$(2 刀 一 上 (2) 和 (一 

一 1 一 1D (CR 一 1 
ee 评 1al 一 1 ?一 3 
否则 ; 当 区,? 时 , 由 于 
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(了 一 1)(B 一 1)…(B 一 1) 志 4 

故 中 (2 马 过 2 了 矛盾 . 故 t 人 1 即 叶 站 
假如 wx 二 了 则 

目 (2 愉 一 中 (一 由 (入 ) 一生 (一 JT) 伍 
28 > 之 2 之 8B>3>2 
矛盾 . 故 w = 王 1 即 一 了 假如 ?>3 则 中 (7 王 
$》(B) 一 了 一 1 盖 2 了 矛盾 . 故 了 一 323 所 以 呈 3 
注意 到 2m 十 2 一 4 且 4 不 整除 3 故 n= 6. 

(2) 当 mm 一 2 时 ，2m 一 风 ((2m)113 成 立 的 必 
要 条 件 是 一 1 
事实 上 , m= 2 时 ,，2m 一 中 ((2D 11 成 立 , 即 
$(8y 一 4 成 立 . 若 人 1 当 (72) 王 1 时 ,由 于 Y 
过 3 故 #(y> 2 盖 1 所 以 83 一 (8)$ (7 一 
4 ( 刀 二 4 与 (8 一 4 矛盾 . 当 2| 时 , 设 一 
2 8(2a=1p2>1 则 (Ca 三 1 从 而 (87 一 
(2 ”)( 引 一 少 ?$(9) 二 了 之 并 二 4 与 
$(8V) 一 4 矛盾 .因此 呈 1 注意 到 2m 二 2 一 6 且 
6 不 整除 1 故 na 一 & 

(3) 当 m> 3 时 , 对 任意 的 正 整数 Y 式 子 2 世 
一 $((2D) 11 忆 均 不 成 立 . 
事实 上 , 由 于 (2m)11 一 2 ml 一 2 mb bE 
NE 所 以 2， (2m)19 又 (2m)11| (2m)117 所 
以 由 算术 基本 定理 我 们 可 得 

(2 Im 去 $((2m)10D 云 (CC(2m11 六 

当 (9 2) = 1 时 , 由 于 ?区 3 故 和 (mm) 过 2 所 以 
$(2 mm) 一 (2 )(m) 一 2(m)2X2 全 


2 贡 


当 2| m 时 , 设 mm=25(02 9 一 1 全 工 则 
$( 9 二 工 从 而 

$(2 mm) 一 2)$C9 一 220(9 
2 
所 以 当 nm 区 3 时 , 对 任意 的 正 整 数 哆 有 2 去 
$((2m)11! 忆 成 立 . 即 m>> 3 时 , 对 任意 的 正 整数 
y 式 子 2m 一 上 ((2m)113 均 不 成 立 ， 

综合 (I 和》 (II) 的 证 明 我 们 得 到 方程 
S (nm) 一 上 ( 马 有 且 仅 有 四 个 正 整数 解 n 一 1 4 
68& 即 定理 3 得 证 . 
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Apbstract For any Positive integer 了 SS (D) denotes Sn arandache doub 了 actorial dual fnctiopn 中 〔(D) denotes 
Euler fanction Themain purpose of this paper is to study the Positive integer solutpns of equations S“〔 匡 一 
nm(S (mD7) 一 2n0andS (mD 一 上 (CDmD by using elanentarym ethods and give is all Positive integer s]u- 


tion S 
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